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摘 要： 最强后件的计算是模型检测算法的核心．本文使用一阶逻辑可满足性模线性算术理论给出线性混成自
动机的有界模型检测表示公式，利用一阶逻辑公式不可满足情况下的插值存在性定理，对线性混成自动机的有界模型

检测公式进行指定的划分，使用支持线性算术插值计算的可满足性模理论后端证明引擎的线性时间复杂度的消解反

证技术获得这两部分公式间的插值公式，按一阶逻辑Ｃｒａｉｇ插值的性质，所得到的插值公式就是模型检测过程中最强
后件公式的上近似表示．有效地避免了使用逻辑编码方案实现线性混成自动机模型检测过程中需要双指数时间复杂
度的量词消去操作求取最强后件公式，也不需像有界模型检测按步长展开变迁公式进行可满足性判定．最后本文在此
最强后件计算的基础上，以有界模型检测技术作为反例确认方法，实现了一种无假反例的混成系统近似可达集计算算

法．实验证明该算法与目前已经得到广泛工业应用的有界模型检测算法相比具有更优的性能．
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１ 引言

混成系统（ＨｙｂｒｉｄＳｙｓｔｅｍｓ）广泛存在于各种安全性
要求极高的领域，如航空航天、轨道交通、核电站等．在
这样的系统中即使是一个极小的系统错误都可能引起

灾难性的后果．因此，混成系统设计的正确性显得极为
重要．然而，混成系统是由包含软、硬件和通信网络的计
算实体与现实的物理环境之间构成的离散与连续行为

交互的系统．这种连续和离散行为，以及行为之间的交
互使得混成系统表现出了比一般系统更高的复杂性，混

成系统的设计和验证面临巨大挑战［１～３］．
目前，为保证混成系统的正确性广泛采用的是仿真

和测试技术，不幸的是要进行相对充分的仿真和测试会

带来设计成本过高和设计周期过长等诸多问题，最为关

键的是表示混成系统连续空间的实数系是稠密的，测试

和仿真对这样的混成系统而言只能是一种查找系统错

收稿日期：２０１３１０１８；修回日期：２０１４０４２７；责任编辑：孙瑶
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．６０６７４００４，Ｎｏ．６１０７５００２，Ｎｏ．７１３０２０４８）；十二五国家科技支撑计划（Ｎｏ．２０１１ＢＡＧ０１Ｂ０３）；国家８６３高技术研究发
展计划（Ｎｏ．２０１２ＡＡ１１２８０１）；铁道部重点研究发展计划（Ｎｏ．２０１２ＡＡ１１２８０１）

第７期
２０１４年７月

电 子 学 报

ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ
Ｖｏｌ．４２ Ｎｏ．７
Ｊｕｌ． ２０１４



误的技术，并不能满足混成系统高安全性的要求．与仿
真和测试技术不同，基于形式化技术的混成系统模型

检测方法提供了一种覆盖混成系统全部可能输入和所

有执行路径的方法，能够有效地证明混成系统是否设

计正确，是更适合于类似安全苛求系统这样对安全性

要求极高的复杂系统设计正确的保障技术．
混成自动机是一种能够准确刻画混成系统行为特

征的形式化模型，混成系统的模型检测算法主要建立

在混成自动机模型之上．因为混成自动机模型检测需
要验证的性质都通过可达集计算实现，所以混成自动

机的可达集计算是混成自动机模型检测方法研究的焦

点．目前，混成自动机的可达集计算都是采用前向计算
的方法，即以初始状态集作为当前可达状态集出发，迭

代计算从当前状态集经过一步变迁关系可以到达的状

态集（即当前状态集的最强后件）实现．所以，怎样表示
无穷状态空间上的状态集和实现这种表示上高效的最

强后件计算就成了混成系统模型检测算法的核心．
因为非线性微分方程在数学上不一定可解，并且

非线性系统都可以近似为线性系统．所以，目前的混成
系统模型检测方法的研究都主要集中在线性混成系

统．对于非线性混成系统模型检测，通常都是采用线性
化方法将非线性行为近似为相对简单的线性行为，进

而在线性混成系统上进行模型检测．然而，即使线性混
成自动机比非线性混成自动机行为简单，线性混成自

动机也依然不满足有限互模拟属性的，其可达集计算

是不可判定的．现有的针对一般线性混成自动机的模
型检测工具，如 ＨｙＴｅｃｈ，ＣＨＡＥＯＮ等［１，４，５］，大部分都是
使用凸多面体来近似可达状态集．但是，这种方法除了
在可达集迭代过程中为保证可达状态的凸性需要使用

多个凸多面体凸包操作外，为了保证算法的可终止性

还需使用多面体抽象解释的外推操作，这些操作都可

能导致计算出的可达状态中包含假的反例．ＵＰＰＡＡＬ等
工具针对线性混成系统中的特殊子类的实时系统采用

了基于ＤＢＭ（ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＢｏｕｎｄＭａｔｒｉｃｅｓ）的符号化可达性
计算方法，在ＤＢＭ上构造的可达集计算相对于多面体
有更高的效率．但是，为了保证算法能够在有限步内终
止，基于ＤＢＭ的算法要求对超过指定界值的时钟值变
量使用外推操作，这就导致当时钟变量之间存在对角

约束时可能会产生可达集计算错误的情况，而要消除

时钟变量的对角约束又会导致模型的规模呈指数级增

长，所以在很大程度限制了该方法的应用［６～８］．
近年来，随着可满足性求解技术取得的巨大进步，

基于 ＳＡＴ（ＢｏｏｌｅａｎＳａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ）的有界模型检测算法作
为极少数成功应用在工业应用中的形式化方法，越来

越多地在实际的工业领域得以推广．作为命题 ＳＡＴ求
解技术的扩展，ＳＭＴ（ＳａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙＭｏｄｕｌｏＴｈｅｏｒｉｅｓ）技术也

得到了极大的发展，并被用到了一些比命题约束具有

更丰富约束关系的系统的有界模型检测中，线性混成

系统就是其中之一．由于线性混成自动机不具有有限
互模拟属性，所以线性混成系统的有界模型检测不具

有完备性，只能是一种混成系统查错技术，不能证明混

成系统设计的正确性［９，１０］．
为了解决上述问题，本文基于目前工业界比较成

熟应用的混成系统有界模型检测方法［４，１１，１２］和文献

［１３，１４］提出的有限状变迁态系统的近似最强后件计算
的思想，在线性混成自动机的可满足性模线性算术理

论编码的基础上，结合一阶逻辑的插值理论，给出了混

成系统近似最强后件计算的实现过程，并建立近似最

强后件操作所对应的线性混成系统可达性算法．具体
来说，本文的主要工作如下：

（１）在使用一阶逻辑中可判定的可满足性模线性
算术理论编码线性混成自动机的 ｋ的变迁公式 ＢＭＣ
（Ｒ，Ｔ，Ｆ，ｋ）基础上，将 ｋ步变迁公式划分从状态Ｒ过
一步变迁Ｔ可以到达状态的表示公式Ａ＝Ｒ∧Ｔ０和在
ｋ１步内可以到达失效状态的表示公式 Ｂ＝Ｔ１∧Ｔ２∧
…∧Ｔｋ∧Ｆ１∧Ｆ２∧…∧Ｆｋ两部分，通过求取这两个公
式得插值公式获得 Ｒ的最强后件的上近似Ｒ′，从而实
现了一种较为高效的近似最强后件操作 Ｒ′计算方法．
（２）在近似最强后件迭代计算线性混成系统的可达

状态的过程中，初始从 Ｒ＝Ｉ开始，在公式 Ａ∧Ｂ不满
足的情况使用近似最强后件操作计算 Ｒ的最强后件
Ｒ′，并将其状态 Ｒ中．重复上述迭代直至可达状态达到
不动点或者在迭代到第 ｉ次公式Ａ∧Ｂ可满足（存在长
度为 ｉ＋ｋ的反例）．因为公式 Ａ∧Ｂ中的公式Ｒ是可达
状态的上近似，所以当迭代达到不动点停止，就说明系

统是不能到达公式 Ｆ表示的失效状态，系统模型检测
算法结束．而当迭代是因为公式 Ａ∧Ｂ可满足而停止，
就需要使用公式 ＢＭＣ（Ｉ，Ｔ，Ｆ，ｉ＋ｋ）判定反例的真实
性，如果 ＢＭＣ（Ｉ，Ｔ，Ｆ，ｉ＋ｋ）可满足则返回满足性赋值
（反例），否则将 ｋ设置为ｋ＋１，重新从 Ｒ＝Ｉ开始新的
一轮迭代．从而实现了一个无假反例的近似模型检测
算法．

上述工作的实现，避免了使用凸多面体等作为状

态集表示，实现可达性计算过程中引入假的反例的问

题．同时，该算法的近似最强前件的计算也不像传统符
号模型检测算法的精确最强前件计算那样，需要用到

具有指数时间复杂度的量词消去操作，相比采用逻辑

编码的混成系统模型检测算法具有更高的算法执行效

率．
相对于有界模型检测算法，该算法除了解决混成

系统有界模型检测的不完备性问题外，该算法在第 ｉ次
迭代时是使用从初始状态 Ｉ出发的ｉ步可达状态集Ｒ
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作为出发状态集，使用公式 ＢＭＣ（Ｒ，Ｔ，Ｆ，ｋ）的可满足
性判断步长为 ｉ＋ｋ的反例的存在性，而只有在 ＢＭＣ
（Ｒ，Ｔ，Ｆ，ｋ）可满足的情况下才完全按照有界模型检测
的方法从初始状态集 Ｉ出发完全展开变迁公式ｉ＋ｋ次
判断反例的真假．而有界模型检测算法对任意长度 ｋ
的反例都需要从初始状态Ｉ出发完全展开ｋ次关系判
断公式的可满足性进行确认，所以该算法在通常情况

下都具有比有界模型检测算法更高的性能．

２ 背景知识

２１ 线性混成自动机

为了阅读的方便，本文将向量缩写为粗体，如 ｘ是
向量（ｘ１，…，ｘｎ）的缩写；引入状态变量 ｓ＝（ｖ，ｘ），其中
ｖ的取值为库所集Ｖ＝｛ｖ１，…，ｖｍ｝，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）．本
文中凸线性约束均是指形如｛ｘ∈ＲＲｎ｜Ｐｘ≤ｑ｝的有限多
个整系数的线性约束公式的合取，其中 Ｐ∈ＺＺｍ×ｍ，ｑ∈
ＺＺｍ；线性转换是形如｛（ｘ，ｘ′）∈ＲＲｎ×ＲＲｎ｜ｘ′＝Ａｘ＋ｂ｝的
空间变换，其中 Ａ∈ＺＺｎ×ｎ，ｂ∈ＺＺｎ．

定义１ 线性混成自动机 Ｈ是一个六元组（Ｘ，Ｖ，
Ｅ，ｌ０，ｘ０，Ｇ，Ａ，Ｉ，Ｒ）［１２，１５］，其中：

①Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｎ｝是由 ｎ个实值变量构成的集合，
其中 ｎ＞０；

②（Ｖ，Ｅ）是有限个顶点构成的有向图，其中顶点
集 Ｖ＝｛ｖ１，…，ｖｎ｝表示线性自动机的 ｎ个库所构成的
集合，边集 Ｅ表示自动机的离散变迁集合；

③ｌ０代表初始库所；

④ｘ０代表初始域，由 Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｎ｝中 ｎ个实值
变量的凸线性约束定义；

⑤Ｇ与Ａ分别为变迁集Ｅ中的每一变迁指定一个
由凸线性约束定义的触发条件和线性转换指定的连续

向量ｘ的连续演变规则；

⑥Ｉ和Ｒ分别为库所集Ｖ中的每一库所指定一个
由凸线性约束表示的不变量和形如ｌ≤ｄｘ≤ｕ表示的
连续向量ｘ在该库所内的连续演化规则，其中（ｌ，ｕ）∈
ＺＺｎ×ＺＺｎ是一个超多面体，ｄｘ表示ｘ的一阶导．

定义１给出了线性混成自动机的语法的形式定义，
有了线性混成自动机的语法定义后，我们就可以使用

线性混成自动机的语法建立混成系统的线性混成自动

机模型．下面给出线性混成自动机的语义模型，线性混
成自动机 Ｈ：＝（Ｘ，Ｌ，Ｅ，ｌ０，ｘ０，Ｇ，Ａ，Ｉ，Ｒ）的语义模型
被定义为一个变迁系统（Ｑ，Ｑ０，（→τ∪→ζ）），其中：

①Ｑ＝Ｌ×ＲＲｎ是线性混成自动机状态的集合；

②Ｑ０＝｛（ｌ０，ｘ）∈Ｑ｜ｘ∈Ｘ∩Ｉ（ｌ０）｝是初始状态集
合；

③连续变迁关系→τＱ×Ｑ使得（ｌ，ｘ）→τ（ｌ′，ｘ′），

当且仅当 ｌ＝ｌ′，存在 ｔ＞ＲＲ＋使得 ｘ＋ｔｌ≤ｘ′≤ｘ＋ｔｕ并
且（ｌ，ｕ）∈Ｒ（ｌ），ｘ′∈Ｉ（ｌ），使用 ｆｌｏｗｌ（ｘ，ｔ，ｘ′）表示连
续变迁→τ在库所ｌ经过时间ｔ后，连续向量的值从 ｘ
连续变化为ｘ′；

④离散变迁关系→ζＱ×Ｑ使得（ｌ，ｘ）→ζ（ｌ′，ｘ′），
当且仅当存在 ｅ∈Ｅ，使得 ｅ＝（ｌ，ｌ′），ｘ∈Ｇ（ｅ），（ｘ，
ｘ′）∈Ａ（ｅ），并且 ｘ′∈Ｉ（ｌ′），使用 Ｊｕｍｐｌ，ｌ′（ｘ，ｘ′）表示
在离散变迁→ζ的作用下，线性混成自动机从库所 ｌ发
生离散跳变到库所ｌ′，跳变前连续向量值 ｘ和跳变后的
值 ｘ′．

在上述线性混成自动机的语法和语义的定义中，

线性混成自动机 Ｈ的状态包含一个控制库所ｌ∈Ｌ和
实值连续向量ｘ∈ＲＲｎ（ｘ中变量的一次赋值），线性混成
自动机的对应库所 ｌ的数据域Ｓｌ是ＲＲｎ中凸多面体集的
有限并．一个域 Ｓ＝∪ｌ∈Ｌ（ｌ，Ｓｌ）是由数据域 Ｓｌ∈ＲＲ

ｎ构

成的集族，其中每一个库所 ｌ对应一个数据域Ｓｌ．
２２ 可满足性模理论［９，１０，１６］

本节所介绍的可满足性模理论是线性混成自动机

符号化模型检测的基础，本文将依据节２．１给出的线性
混成自动机的语义模型在节２．３使用可满足性模理论
建立线性混成自动机的符号化表示，最后通过对可满

足性模理论的公式可满足性判定和插值等操作的基础

上实现线性混成自动机的符号化模型检测．
可满足性模理论在线性算术、未定义函数、位向量

及其他一系列可判定的算术理论的支持下，通过研究

具有可判定性的算术理论的可判定性保持扩展和组合

方法，从而实现对命题逻辑的一般化推广．其中，类别
基调（ｓｏｒｔｅｄｓｉｇｎａｔｕｒｅ）Σ是一个三元组 ＜Ｓ，ΣＦ，ΣＰ＞，Ｓ
是类别符号的集合，Σ

Ｆ与Σ
Ｐ分别是互不相交的函数符

号和谓词符号的集合．每个函数符号和谓词符号都带
有一个被称为元的非负整数 ｎ，ｎ元函数符号ｆ∈ΣＦ的
元是一个有序序列（Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ，Ｓ），通常记作 ｆ：Ｓ１，
Ｓ２，…，Ｓｎ→Ｓ，０元函数表示类别为 Ｓ的个体常量；ｎ元
谓词符号ｐ∈ΣＰ的元是一个有序序列（Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ），
通常记作 ｐ：Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ，０元谓词表示命题常元．假设
Ｖ是由Ｓ诱导的变量集合族，并且每个类别符号 Ｓ（Ｓ∈
Ｓ）诱导的 Ｖ中的变量集合为ＶＳ．那么项的集合可以递
归定义如下：如果变量 ｖ∈ＶＳ，那么 ｖ是类别为Ｓ的项；
如果个体常量 ｃ是元为（Ｓ）的函数符号，那么 ｃ是类别
为Ｓ的项；如果 ｆ：Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ→Ｓ和ｔｉ是类别为Ｓｉ的
项，那么 ｆ（ｔ１，…，ｔｎ）是类别为 Ｓ的项．原子公式的集合
定义如下：ｔｒｕｅ与 ｆｌａｓｅ是原子公式；如果 Ｐ：Ｓ１，Ｓ２，…，
Ｓｎ和ｔｉ是类别为 Ｓｉ的项，那么 ｐ（ｔ１，…，ｔｎ）是原子公
式；如果≈代表逻辑相等符号，并且 ｔ与ｓ都是类别为Ｓ
的项，那么 ｔ≈ｓ是一个原子公式．文字是原子公式或原
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子公式的否定．公式集合的递归定义如下：原子公式是
一个公式；如果φ是公式，那么┓φ是公式；如果φ１与

φ２是公式，那么φ１∧φ２是公式；如果φ１与φ２是公式，
那么φ１∨φ２是公式；如果φ１与φ２是公式，那么φ１→
φ２是公式；如果φ１与φ２是公式，那么φ１φ２是公式；
如果 ｘ是变量φ是公式；那么ｘ．φ是一个公式；如果
ｘ是变量φ是公式；那么 ｘ．φ是一个公式．如果公式
是形如ｘ．φ或ｘ．φ的公式，那么变量 ｘ在公式φ中
的出现称为约束出现．一个公式被称为封闭的公式，如
果它的所以变量都是约束出现的．不包含变量的公式
称为句子．

基调Σ＝＜Ｓ１，ΣＦ，ΣＰ＞的结构（解释）?是一个序
对＜Ｄ，ρ＞，其中 Ｄ称作论域，是由类别集合 Ｓ

１诱导

的非空集合族，ρ是定义在Σ
Ｆ∪ΣＰ上的完全函数，使得

如果 ｆ：Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ→Ｓ那么ρ（ｆ）：ＤＳ１，ＤＳ２×… ×ＤＳｎ
→ＤＳ和如果ｐ：Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ那么ρ（ｐ）：ＤＳ１×ＤＳ２×…
×ＤＳｎ．一个变量赋值μ是一个定义在变量集合Ｖ上的
完全函数，它使得对所有 ｖ∈ＶＳ有μ（ｖ）∈ＤＳ．一个项 ｔ
对于结构?和变量赋值μ的指称用符号ｔ

ｕ
σ
表示，它

被递归定义如下：如果 ｔ是一个变量，那么ｔｕσ ＝μ（ｔ）；
如果 ｔ是一个个体常量，那么ｔｕσ ＝ρ（ｔ）；如果 ｔ＝
ｆ（ｔ１，…，ｔｎ），那么ｔｕσ ＝ρ（ｆ）（ｔ

ｕ
σ
，…，ｔｕσ）；我们将

φ能够被σ和μ所满足记作（?，μ）／φ，关系（?，μ）φ
能够被递归定义如下：当φ＝ｔｒｕｅ时，（?，μ）φ平凡成
立；当φ＝ｐ（ｔ１，…，ｔｎ）时（?，μ）φ成立，当且仅当
（ｔｕσ，…，ｔ

ｕ
σ
）∈ρ（ｐ）；如果φ＝ｔ≈ｓ时（?，μ）φ成

立，当且仅当ｔｕσ ＝ｓ
ｕ
σ
；当公式φ＝┒时（?，μ）φ

成立，当且仅当（?，μ）／φ；当公式φ＝１∨１时（?，

μ）φ成立，当且仅当（?，μ）φ１并且（?，μ）φ２；当
公式φ＝１∨１时（?，μ）φ成立，当且仅当（?，μ）
φ１或（?，μ）φ２；当公式φ＝１→１时（?，μ）φ成
立，当且仅当（?，μ）φ１或（?，μ）φ２；当公式φ＝
ｘ．时（?，μ）ｘ．成立，当且仅当 ｘ∈Ｘｓ时每
一个ｅ∈ＤＳ有（?，μ［ｘ→ｅ］）；当公式φ＝ｘ．时

ｕ
σｘ．成立，当且仅当 ｘ∈ＸＳ时存在ｅ∈ＤＳ使得（?，μ
［ｘ→ｅ］）．当对所有的变量赋值μ有（?，μ）φ成
立，那么称解释 ?是公式φ的模型，记作 ?φ：．假设

Г是一个公式的集合和φ是一个公式，对所有使得（?，

μ）φ成立的?和μ也使得对所有∈Г有（?，μ）
，则称公式φ是Г的语义后承，记作Гφ．

一个Σ理论Ｊ是一个在语义后承下封闭的Σ句子
的集合，也就是说对每个公式φ有Ｊφ，当且仅当φ∈
Ｊ．假设 Ｊ是一个理论，如果存在一个Σ理论Ｊ的模型
?和一个变量赋值μ使得（?，μ）φ，那么称φ是Ｊ可

满足的．对于Σ理论Ｊ的可满足性模理论问题 ＳＭＴ（Ｊ）
就是判定给定无量词Σ公式φ是否是Ｊ可满足的，有
了一阶理论相关的定义，接下来我们给出本文将要用

到的实数域上的线性算术理论的定义．
定义 ２ 实数域的线性算术理论 ＪＬＡ（ＲＲ）的基调

ΣＬＡ（ＲＲ）对每个有理数 ｒ∈ＱＱ有一个对应的常量符号 ｃｒ，

ΣＬＡ（ＲＲ）句子的集合是全部在以实数集ＲＲ作为论域 Ｄ的
结构?下按照标准的解释为真的句子的集合．

实数域上无量词的线性算术理论的可满足性问题

是多项式时间复杂度的，本文将主要使用实数域上的

线性算术公式给出线性混成自动机的有界模型检测表

示公式，并在后续章节利用其线性时间复杂插值算法

构建符号化模型检测算法．

３ 线性混成自动机限界模型检测

３１ 线性混成自动机的符号表示［１１，１２］

表示线性混成自动机语义的变迁系统 Ｍ ＝
ｄｅｆ
（Ｑ，Ｑ０，

（→τＵ→ζ））可以使用带有论域 Ａ的一阶结构 ?和变量
集合 Ｘ（Ｘ包含库所变量和连续变量）符号化表示（对本
文所论述的线性混成自动机，结构 Ａ的是指线性算术结
构），并通过求取结构 ?上的公式的可满足性来实现变
迁结构 Ｍ的符号化模型检测过程，具体过程如下：

①每一个状态 ｓ∈Ｑ是［Ｘ→Ａ］中的映射；
②初始状态的集合 Ｉ用无量词的公式Ｉ［ｘ］编码表

示，使得 ｓ∈Ｑ０，当且仅当 ?Ｉ（［Ｓ］；

③变迁关系（→τＵ→ζ）用无量词的公式 Ｔ［ｘ，ｘ′］
编码表示，使得（ｓ，ｓ′）∈（→τＵ→ζ），当且仅当 ?Ｔ［ｓ，
ｓ′］．
通过上面定义的编码方法，就可以将混成自动机

的状态可达性问题转换为判定一组由布尔变量和在实

值变量上线性表达式的布尔组合公式的可满足性问

题，并利用可满足性模线性算术理论的插值获得新的

可达状态．
在具体的符号化表示的过程中，为了能够区别库

所变量和连续实值变量在线性混成自动机 Ｈ：＝（Ｘ，
Ｌ，Ｅ，ｌ０，ｘ０，Ｇ，Ａ，Ｉ，Ｒ）上，本文使用有序对（ａｔ，ｘ）表示
状态向量，其中 ａｔ是解释在库所集Ｌ上的指定当前状
态所在库所的库所变量，实值向量 ｘ中的变量ｘｉ∈Ｘ
是解释在实数集ＲＲ上的连续实值变量．

定义３ 对于库所集 Ｌ＝｛ｌ１，…，ｌｍ｝与实值变量集
Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｎ｝（ｍ，ｎ∈ＮＮ）的线性混成自动机 Ｈ：＝
（Ｘ，Ｌ，Ｅ，ｌ０，ｘ０，Ｇ，Ａ，Ｉ，Ｒ），其状态和变迁公式使用可
满足性模线性算术理论公式定义如下：

①初始状态集：

φＩ＝
ｄｅｆ
（ａｔ＝ｌ０∧ｘ＝ｘ０）
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②离散变迁：

Ｊ（ｓ，ｓ）＝
ｄｅｆ

∨ｌ，ｌ′∈Ｌ（ａｔ＝ｌ∧ａｔ′＝ｌ′∧Ｊｕｍｐｌ，ｌ′（ｘ，ｘ′）

∧Ｉｎｖｌ′（ｘ））

③连续变迁：

Ｆ（ｓ，ｓ′）＝
ｄｅｆ

∨ｌ∈Ｌ（ａｔ＝ｌ∧ａｔ′＝ｌ∧ｔ＞０∧
Ｆｌｏｗｌ（ｘ，ｔ，ｘ′）∧Ｉｎｖｌ（ｘ′））

④变迁公式：

φＲ（ｓ，ｓ）＝
ｄｅｆ
Ｊ（ｓ，ｓ）∨Ｆ（ｓ，ｓ）

其中，Ｓ＝（ａｔ，Ｓ）和 Ｓ′＝（ａｔ，ｘ）是状态变量，ｔ是大于０
的实值变量表示连续变迁连续变化的时间．需要注意
的是对于离散变迁通过离散跳变 Ｊｕｍｐｌ，ｌ′（ｘ，ｘ）进入状
态 ｓ′和连续变迁在连续变化 Ｆｌｏｗｌ（ｘ，ｔ，ｘ）的作用下经
过 ｔ个时间单位后的状态ｓ′必须检查满足所在库所的
不变量约束．
３２ 符号化模型检测

３．１节在线性混成自动机的语义变迁模型基础上，
使用可满足性可判定的可满足性模理论的线性算术理

论公式给出了线性混成自动机一阶符合化表示，本节

将讨论基于该可满足性模理论线性算术理论公式表示

的线性混成自动机状态可达性的符号化模型检测方

法［１１，１２］．
由３．１节的线性混成自动机的符号化表示可知，一

个状态 ｓ是线性混成自动机可达的，当且仅当在线性
混成自动机的符号化编码表示中存在一个状态序列

ｓ０，…，ｓｋ－１，ｓｋ＝ｓ使得
?Ｉ［ｓ０］∧Ｔ［ｓ０，ｓ１］∧…∧Ｔ［ｓｋ－１，ｓｋ］ （１）

Ｆ［ｘ］是一个表示状态集的公式，满足公式 Ｆ［ｘ］
的状态 ｓ是可达的，当且仅当存在一个状态序列 ｓ０，
…，ｓｋ－１，ｓｋ＝ｓ使得
?Ｉ［ｓ０］∧Ｔ［ｓ０，ｓ１］∧…∧Ｔ［ｓｋ－１，ｓｋ］∧Ｆ［ｓｋ］（２）
因此，当公式 Ｆ［ｘ］表示的是不安全状态的集合

时，就可以使用式（２）来判断被验证系统是否存在可执
行变迁到达不安全的状态．一个变迁系统 Ｍ对于一个
公式Ｆ所表示的状态是安全的，当且仅当公式对任意
的 ｋ≥０是不可满足的．

Ｉ［ｘ０］∧Ｔ［ｘ０，ｘ１］∧…∧Ｔ［ｘｋ－１，ｘｋ］∧Ｆ［ｘｋ］（３）
由于线性混成自动机状态空间是无穷的，在式（３）

中一般不存在一个具体的 ｋ值使得线性混成自动机的
所有可达状态都能够被式（３）所表示．所以，在线性混
成自动机的模型检测过程中就不能使用式（３）来为线
性混成自动机提供一个完备的模型检测算法．对于线
性混成自动机这类系统，只能通过公式 ｌ和公式Ｔ求线
性混成自动机语义变迁系统 Ｍ的最强递归不变量
（ｓｔｒｏｎｇｅｓｔｉｎｄｕｃｔｉｖｅｉｎｖａｒｉａｎｔ）φｌＴ．

定义４ 一个变迁结构 Ｍ＝
ｄｅｆ
（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｌ：Ｓ→２ＡＴ）的

可达状态的集合 Ｒ是满足下面两个条件的最小集合：

①ＩＲ（初始状态是可达状态）

②Ｒ→ＲＲ（可达状态集 Ｒ经过Ｒ变迁后的状态
任是Ｒ中的状态）

定义５ 集合 Ｒ是变迁结构Ｍ＝
ｄｅｆ
（Ｓ，Ｉ，Ｒ，Ｌ：Ｓ→

２ＡＴ）的可达状态集，Ｍ的最强递归不变量是公式φＩＴ，使
得 ?φＩＴ［Ｓ］，当且仅当 ｓ∈Ｒ．

从定义２和定义３可知对线性混成自动机的任意
的状态 ｓ∈Ｓ，如果状态 ｓ是线性混成自动机可达的，那
么就有线性混成自动机对应的一阶结构 Ａ，使得式（４）
成立．

?φＩＴ［ｓ］ （４）
因此，要证明线性混成自动机所对应的变迁系统 Ｍ对
于表示不安全属性的公式ψ是安全的，只需要证明

?φＩＴ［ｘ］∧ψ［ｘ］ （５）
是不可满足的．

定义 ６ 公式ψ 对于变迁关系 Ｔ的最强后件
ｓｐＴ（ψ）是公式φ，使得ψ∧Ｔφ，并且对一切满足ψ∧
Ｔφ′的φ′有φφ′．
由定义６可知，当公式ψ约束表示状态的集合时

公式φ所表示的状态可以看作是公式Ｉ表示状态对于
公式Ｔ表示的变迁转换后的最强后件．由公式φＩＴ的定
义知道，公式φＩＴ是从公式Ｔ表示的状态出发进行最强
后件操作的最小不动点，因此，对于线性混成自动机符

号表示的变迁系统 Ｍ的最强递归不变量φＩＴ就能通过
计算最强后件ｓｑＴ（Ｉ）的不动点得到：

φＩＴ＝μｘ．Ｉ∨ｓｐＴ（ｘ） （６）
从式（６）可知，公式φＩＴ的计算要点就是计算公式

ｓｐＴ，公式 ｓｐＴ的计算如下：

ｓｐＴ（φ）＝ｘ（φ∧Ｔ） （７）
也就是必须采用量词消去这类方法来计算可达集

合 Ｒ，然而，线性算术公式量词消去运算的计算复杂度
是双指数级，如果直接采用上述方法来计算线性混成

自动机的可达状态必然导致效率太低．为了解决这个
问题，本文主要是采用具有线性时间复杂度 Ｃｒａｉｇ插值
技术实现公式 ｓｐＴ的上近似计算．

４ 基于Ｃｒａｉｇ插值的模型检测算法

４１ Ｃｒａｉｇ插值
３．２节给出的符号化模型检测方法中最强后件计

算过程的量词消除算法的复杂性是整个符号化模型检

测算法的效率的主要障碍，针对这个问题，本节主要采

用基于Ｃｒａｉｇ插值［６］的方法用过近似的 ｓｐ′Ｔ代替精确的
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ｓｐＴ计算．
定义７ 假设（ψ，φ）是一个满足条件ψ∧φ不可满

足的公式对，（ψ，φ）的插值公式 Ｊ是满足如下条件的
公式：

①ψ蕴含Ｊ；
②Ｊ∧φ不可满足；
③ＯＣＣ（Ｊ）ＯＣＣ（Ｊ）∩ＯＣＣ（Ｊ）（其中 ＯＣＣ（Ｆ）表示

公式 Ｆ的非逻辑符号）．
Ｃｒａｉｇ插值定理指出对任意的不一致的一介公式对

（ψ，φ）插值总是存在，在实际应用中更让研究人员感兴

趣的是Ｃｒａｉｇ插值总是可以通过特定证明系统中ψ∧φ
的不可满足性在线性时间内消解反证得到．
４２ 基于Ｃｒａｉｇ插值的模型检测算法

基于命题逻辑公式Ｃｒａｉｇ插值的模型检测算法已广
泛的用在有限状态系统模型检测中［１３，１４］．本文进一步
将扩展命题逻辑的可满足性模线性算术理论应用到线

性混成自动机进行符号化编码，将线性混成自动机的

语义变迁模型表示成可满足性模线性算术理论公式，

从而利用可满足性模线性算术理论的可判定性和一阶

逻辑不可满足性公式插值的存在性实现线性混成自动

机的基于插值的符号化模型检测算法．
由于在线性混成自动机的符号化模型检测算法的

核心操作是最强后件公式 ｓｐＴ的计算，所以提高线性混
成系统的模型检测算法的效率直接取决于最强后件公

式 ｓｐＴ的计算时间．本节的主要目的是利用Ｃｒａｉｇ插值给
出精确地最强后件公式 ｓｐＴ的近似公式ｓｐ′Ｔ的计算方法，
然后根据该方法给出基于插值的线性混成自动机的符

号化模型检测算法．
在基于插值的线性混成自动机的符号化模型检测

中，首先给定一个界值 ｋ，然后类似线性混成自动机的
限界模型检测过程，按照界值 ｋ将线性混成自动机的
变迁关系展开成公式ＢＭＣ（Ｉ，Ｔ，Ｆ，ｋ）：

Ｉ（ｓ０）∧Ｔ（ｓ０，ｓ１）∧…∧Ｔ（ｓｋ－２，ｓｋ－１）∧
Ｔ（ｓｋ－１，ｓｋ）∧（Ｆ（ｓ１）∨…∨Ｆ（ｓｋ－１）∨Ｆ（ｓｋ））

（８）

由于线性混成自动机的符号化编码所得的公式都

是一阶可满足性模线性算术理论和命题逻辑中的公

式，所以式（８）的可满足性是可判定的，可以使用 ＳＭＴ
求解器进行可满足性求解．如果式（８）可满足，那么混
成自动机中至少存在一条长度为 ｋ的反例．如果式（８）
不可满足，那么就表明不存在一个从初始状态出发的

状态序列可以在 ｋ步之内到达用公式Ｆ表示的具有不
安全性质的状态集．因此，可以将式（８）划分为由 Ａ和Ｂ
表示的如下两个部分：

Ａ≡Ｉ（ｓ０）∧Ｔ（ｓ０，ｓ１）
Ｂ≡Ｔ（ｓ１，ｓ２）∧…∧Ｔ（ｓｋ－２，ｓｋ－１）∧Ｔ（ｓｋ－１，ｓｋ）

∧（Ｆ（ｓ１）∨…∨Ｆ（ｓｋ－１）∨Ｆ（ｓｋ））

（９）

因为公式 Ａ与公式Ｂ是不一致的，所以根据插值定理
可知公式 Ａ与公式Ｂ之间必定存在一个插值公式ψ，并
且有 Ａ［ｓ１］ψ［ｓ１］，ψ［ｓ１］∧Ｂ［ｓ１］不可满足，所以，所
有从状态 ｓ０经过一步可达的状态集都包含在公式ψ所
表示的状态集合内，因而公式ψ所代表的状态集合包

含公式Ｉ的最强后件ｓｐＴ（Ｉ）所表示的状态集合，也就是
公式ψ是公式Ｉ所表示的向前一步可达状态集合的上
近似，所以公式ψ也就是我们所求得最强后件近似公

式ｓｐ′Ｔ．此外，因为公式ψ与公式Ｂ是不一致的，所以公
式 Ｆ所表示的状态集合相对于公式ψ所表示的状态集
合在ｋ１步内是不可达的．

如果将上述ＢＭＣ（Ｉ，Ｔ，Ｆ，ｋ）公式中的表示初值状
态的公式 Ｉ替换成表示当前状态的公式Ｒ，并将初始的
可达状态 Ｒ赋值为Ｉ，那么就可以利用不动点迭代获得
系统的可达状态的不动点．接下来本文将根据 ｓｐ′Ｔ给出
基于插值的符号化模型检测算法．基于插值的符号化
模型检测的主要思想是：在给定的一个整数值 ｋ的前
提下，将初始可达状态 Ｒ设置为系统初始状态Ｉ，使用
ＳＭＴ求解器求解表示有界模型检测的公式 ＢＭＣ（Ｒ，Ｔ，
Ｆ，ｋ）的可满足性，如果公式 ＢＭＣ（Ｒ，Ｔ，Ｆ，ｋ）可满足算
法返回可满足赋值（反例），程序终止．当公式 ＢＭＣ（Ｒ，
Ｔ，Ｆ，ｋ）不可满足时，将公式 ＢＭＣ（Ｒ，Ｔ，Ｆ，ｋ）划分为公
式 Ａ与公式Ｂ两个部分，计算公式 Ａ与公式Ｂ的插值
得到ｓｐ′Ｔ．因为有 Ａｓｐ′Ｔ，所以所有从 Ｒ（ｓ０）一步变迁可
达的状态在公式 ｓｐ′Ｔ下都为真，也就是说公式 ｓｐ′Ｔ表示
的状态集是从Ｒ（ｓ０）经过一步变迁可达状态集合的上
近似．同时，因为 ｓｐ′Ｔ∧Ｂ⊥，所以所有满足公式 ｓｐ′Ｔ的
状态不包含在 ｋ１步内能够到达公式 Ｆ的状态．如果
公式 ｓｐ′ＴＲ成立，表示当前可达状态在经过一步变迁
后没有新的状态可达，那么得到线性混成系统可达状

态的不动点．如果公式 ｓｐ′ＴＲ不成立，就将新的状态
加入当前可达状态构成新的可达状态集的上近似 Ｒ′．
算法用公式 Ｒ′替换 ＢＭＣ（Ｒ，Ｔ，Ｆ，ｋ）公式中的原有状
态集 Ｒ，继续迭代求解路径深度为 ｋ的有界模型检测
公式的可满足性和在不可满足情况下继续迭代可达状

态．在可满足的情况那么就说明反例出现，因为计算的
是可达状态的上近似，而当前得到的反例深度实际是

变迁展开深度 ｋ加上迭代次数ｉ，所以就需要用迭代的
次数 ｉ加上当前变迁展开长度ｋ来获得新的ｋ值，并使
用原始的限界模型检测判定反例真假．这个时候算法
就又回到算法开始的开始部分，因为这个时刻的 ｋ值
是上一轮迭代过程中的ｋ值加上一轮迭代次数ｉ的值，
所以在不可满足的情况下，继续的新一轮迭代实际上

就通过将 ｋ值增加到ｋ＋ｉ实现了反例的精细化，从而
将所有长度小于新的 ｋ值的反例在新的不动点迭代过
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程中移除．算法的具体过程如算法１所示．

算法１ 基于插值近似的可达性算法

输入：初始状态公式 Ｉ；变迁关系公式 Ｔ；不安全状态公式 Ｆ．
输出：当不安全状态是可达状态，返回“Ｙｅｓ”，否则返回“Ｎｏ”

⑴判断谓词公式 Ｉ与Ｆ的合取是否可满足，可满足返回“Ｙｅｓ”，否则将
公式 Ｉ赋值给表示可达状态的公式Ｒ，设置迭代计数器 ｉ＝０，设置变
迁展开深度 ｋ＝１

⑵将公式 ＢＭＣ（Ｒ，Ｔ，Ｆ，ｋ）＝Ｒ（ｓ０）∧Ｔ（ｓ０，ｓ１）∧…∧Ｔ（ｓｋ－２，ｓｋ－１）

∧Ｔ（ｓｋ－１，ｓｋ）∧（Ｆ（ｓ１）∨…∨Ｆ（ｓｋ－１）∨Ｆ（ｓｋ））划分为公式 Ａ＝
Ｒ（ｓ０）∧Ｔ（ｓ０，ｓ１）和公式 Ｂ＝Ｔ（ｓ１，ｓ２）∧…∧Ｔ（ｓｋ－２，ｓｋ－１）∧
Ｔ（ｓｋ－１，ｓｋ）∧（Ｆ（ｓ１）∨…∨Ｆ（ｓｋ－１）两个部分，判断公式 Ａ与公式Ｂ
是否可满足

⑶如果公式 Ａ∧Ｂ可满足，判断公式 Ｒ（ｓ０）与公式 Ｉ（ｓ０）是否等价，如
果等价返回“Ｙｅｓ”，否则设置 ｋ＝ｋ＋ｉ和Ｒ（ｓ０）＝Ｉ（ｓ０），继续执行步２

⑷如果公式 Ａ∧Ｂ不可满足，计算公式 Ａ与公式Ｂ的插值公式Φ和
设置ｉ＝ｉ＋１，并对公式Φ 使用变量换名操作使得公式 Ｒ′（ｓ０）＝
Ｒ（ｓ０）∨Φ（ｓ０／ｓ１）

⑸判断公式 Ｒ′（ｓ０）Ｒ（ｓ０）是否为真，如果为真返回“Ｎｏ”，如果不为
真用公式 Ｒ′（ｓ０）替换公式 Ｒ（ｓ０），继续执行步２

上述算法最强后件公式的计算复杂是与公式规模

成线性关系的，而公式规模的复杂度又是随公式展开

深度成线性关系增长．所以本文的算法的最强后件计
算复杂度极大的优于采用量词消去操作实现最强后件

计算的混成系统有界模型检测算法．
４３ 算法的加宽操作

因为线性混成自动机的符号化模型检测是通过计

算当前可达状态的最强后件公式来计算线性混成自动

机的可达状态集，而公式的最强后件公式所表示的只

是公式表示的状态经过一步变迁可达的状态．所以，当
线性混成自动机具有无限变迁结构，且每一次从当前

可达状态经过一步变迁后都有新的状态可达时，使用

不动点迭代可达状态的算法就可能不终止．
为了保证多面体抽象域上的不动点计算收敛，抽

象解释理论框架给出了基于多面体抽象域的外推操作

过近似不动点的方案．然而，本文的基于插值的线性混
成系统模型检测算法在不动点跌代过程中实际获得的

是有限多个多面体的并集（析取），因此本文采用文献

［１７］提供的一种更加一般化的针对多个多面体的外推
操作以保证基于插值的可达状态迭代过程的收敛，但

是这种外推操作也可能引入假的反例，鉴于版面有限

本文不以详述，有兴趣的读者可以参考相应文献．

５ 实验分析

为了评估本文提出的基于插值的线性混成系统模

型检测算法，在 ＤＥＬＬＡ８４０ＰＣ（ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＴＣＰＵＴ５４５７
１．６０ＧＨｚ／３ＧＢＲＡＭ）Ｕｂｕｎｔｕ１０．０４平台上使用 Ｃ语言调

用支持实数域上的线性算术插值的可满足性模理论求

解引擎 Ｍａｔｈｓａｔ５［１８］的 ＡＰＩ函数分别实现了基于插值的
线性混成系统模型检测算法 ｉｍｃ和文献［１２］给出的有
界模型检测算法 ｂｍｃ进行对比分析两个算法的优、缺
点．

考虑到 ｉｍｃ和 ｂｍｃ算法中都需要在一定程度上根
据反例深度展开被验证系统的变迁关系，这种变迁关

系的展开也会使得变量和子句数目跟着相应的增加，

而影响可满足性模理论求解引擎求解效率的主要因素

就是变量和子句数目．所以，为了保证实验对象覆盖范
围的全面性，本文分别选择了变迁关系展开比较有限

可终止线性混成自动机基准模型和变迁关系可以无限

展开的不可终止线性混成自动机基准模型，分别模拟

简单和复杂两类线性混成系统，然后按照不同的反例

的深度进行对比分析 ｉｍｃ和 ｂｍｃ算法执行时间和内存
占用情况．两种类型线性混成自动机在不同反例深度
的对比分析分别如表１和表２所示．
表１ ｂｍｃ和ｉｍｃ算法在可终止线性混成自动机模型资源占用对比表

Ｎｏ．ｌｏｃａｔｉｏｎ ｘ ｙ
时间 内存

ｂｍｃ（Ｓｅｃ）ｉｍｃ（Ｓｅｃ）ｂｍｃ（Ｍ）ｉｍｃ（Ｍ）
反例深度

１ — ２ １２ ０．０２ ０．０５ ２．８３ ３．２４ ３

２ ３ ０ ５ ０．０４ ０．０８ ３．１８ ３．４５ ４

３ — ２ １０ ０．０７ ０．０９ ３．４２Ｍ ３．７２ ５

４ — １ ３ ０．０８ ０．１２ ３．７６ ４．５６ ６

５ — １２ １１ — ０．１３ — ６．５４ 无反例

表２ ｂｍｃ和ｉｍｃ算法在不可终止线性混成自动机模型资源占用对比表

Ｎｏ．ｌｏｃａｔｉｏｎ ｘ ｙ
时间 内存

ｂｍｃ（Ｓｅｃ）ｉｍｃ（Ｓｅｃ）ｂｍｃ（Ｍ）ｉｍｃ（Ｍ）
反例深度

１ — １ ２ ０．０１ ０．０２ ２．６２ ２．８１ ４

２ — １ ３ ０．０２ ０．０４ ２．６９ ２．８９ ６

３ — １ ４ ０．０４ ０．０５ ２．７１ ３．０２ ８

４ — １ ５ ０．１０ ０．０６ ２．８１ ３．２４ １０

５ — １ １０ １．２１ ０．１３ ３．８１ ３．４８ ２０

６ — １ １５ ２６５．８９ ０．２２ ８８．４５ ３．７４ ３０

７ — １ ２０ — ０．３２ — ４．１８ ４０

８ — １ ２５ — ０．４１ — ４．５３ ５０

９ — １ ５０ — １．０９ — ６．３４ １００

１０ — ２０ １４０ — ０．０３ — ２．７８ 无反例

基于以上表１和表２给出的数据，可以看出ｂｍｃ算
法和 ｉｍｃ算法的优缺点如下：

（１）在可终止模型上，因为实验中给出的不终止模
型是一个比较简单的模型，模型中反例深度都较小．所
以 ｉｍｃ和 ｂｍｃ算法在这种情况下进行模型检测展开变
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迁关系的深度不能形成太大差距，而 ｂｍｃ算法在展开
变迁关系后只需进行可满足性判定操作，而 ｉｍｃ算法除
了要做同样的可满足性判定之外，还需要划分公式进

行消解反证获取插值公式．所以在变迁关系展开比较
有限的可终止模型上，ｂｍｃ算法在执行时间和占用的内
存空间上都表现出比ｉｍｃ算法略优．

（２）在不可终止模型上，因为反例深度可以是任意
整数，而查找相应深度的反例，ｂｍｃ算法需要完全的展
开变迁关系相应的次数，然后判断公式的可满足性，故

变迁公式的完全展开必然导致计算效率降低．而 ｉｍｃ算
法更多的则是用经 ｉ次迭代计算得到可达状态的上近
似可达状态公式与ｋ－１次展开的变迁公式之间的可满
足性证明是否存在一个长度为 ｋ＋ｉ深度的反例，不需
要完全展开 ｋ＋ｉ变迁关系．因而在反例深度较大时，
ｉｍｃ算法能够较明显的显示出比 ｂｍｃ算法具有更优的
执行时间和内存占用．

（３）无论是在可终止和不可终止模型上，ｉｍｃ算法
都能给出系统满足安全属性的证明，而 ｂｍｃ算法只能
是一种类似仿真的查找错误的技术．

因为实际验证中的难点是复杂系统，而一般简单

的系统略微的多消耗资源也不会对验证过程产生实质

性的影响．所以，基于插值的线性混成系统符号化模型
检测算法是一种比线性混成系统有界模型检测算法更

接近实际使用的算法．

６ 结语

本文使用可满足性模线性算术理论公式给出了线

性混成自动机的步长为 ｋ的有界模型检测表示公式，
然后利用一阶逻辑的 Ｃｒａｉｇ插值定理，获得线性时间复
杂度的一步可达状态计算方法，避免了使用双指数时

间复杂度的量词消除方法的过程．此外，该方法在迭代
不动点的过程中该算法均是按照一个同样的 ｋ值展开
变迁公式，只有在出现了反例时候才将变迁公式按照

反例的实际长度进行展开，从而比有界模型检测使用

更小的公式进行可满足性判定．因此，该算法的执行时
间和占用内存也比有界模型检测算法具有更大的优

势．
在本文给出的基于插值的线性混成自动机模型检

测算法中还有一些问题需要进一步研究．首先，尽管采
用可满足性模理论中的线性算术理论公式作为线性混

成自动机的状态集合的表示手段，能够有效的表示一

些无穷状态的集合，但是这种表示还不够简约，而且在

不动点迭代的过程中可能会出现大量冗余公式，使得

可满足性模理论引擎判定公式的可满足性的效率极大

的降低，还需要在今后的工作中展开进一步研究．
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